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Vdaka zmene systému zo znamkovacieho na kreditové, bolo mozné zapisat
si ZAKLADY TEORIE PROGRAMOVANIA v troch po sebe iducich skolskych
rokoch. Treba mat na paméiti, Ze autori podielajici sa na tvorbe tohto
dokumentu, tento predmet aj tri krat zapisany mali. Z toho vyplyva, Ze urcite
nepatria k absoltutnym odbornikom na dant problematiku. Tento dokument
si vytvorili len pre svoju osobni potrebu ako uzito¢nti pomocku pri stadiu.

Dokument je len doplnkovym materidlom. V ziadnom pripade nemé sluzit
ako nahrada za dobré skripta alebo prednasku zo ZAKLADOV TEORIE PRO-
GRAMOVANIA. Autori nenest 7Ziadnu zodpovednost za pripadné chyby, prek-
lepy alebo nepresnosti, ale privitaja ich opravy ¢ vylepSenia. RozSirenie
dokumentu o dalsie priklady a poznamky je taktiez vitané.

Osobitné podakovanie patri LUBOMIROVI HOSTOVI za vytvorenie skvelého
pracovného a zostavovacieho ramca pre pracu so systémami LATEX a pdfTEX.
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Kapitola 1

Programové schémy

1.1 Standardné programové schémy

Priklad 1 Mame program P,. Zistite, ¢o program pocita a napiste jeho
schému.

Py : begin [y1,y0] :=[1,1]
1: if yo > x then goto end
2: [y yel = [y + 1, (g +1)7]
3: gotol
end [z] := [y]

RieSenie 1 Po kratkej analyze je zrejmé, Ze program pocita [/x] (horna
celt ¢ast odmocniny ).

Schéma S, abstrakcia programu vzhladom na riadiace Strukttry, vyzera tak-
to:

S: begin [y1,ys] = [a1,as]
1: if p(ys, x) then goto end
2: [ylaZ/Z] = [fl(yl)af2(y1)]
3: goto 1
end [z] = [yi]

Priklad 2 Napiste interpretaciu [; tak, aby sme pomocou nej a predchadza-
jucej schémy S dostali povodny program Py, tj. aby platilo P, = (S, I ).
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L ia(ply,z) = y=>=
ia(fily) = y+1
i(f2(y)) = (y+1)°

il(a1> =1
’il(a2> =1
D1 - N

Priklad 3 Najdite interpretaciu I, ktora spolu s predchadzajicou schémou
S vytvori program, ktory bude pocitat [logsz].

Iy: is(ply, @) = y>u
io(fi(y)) = y+1
ia(foly) = 2+

ig(al) =1
’ig(&g) =0
DQ - N

Pomocou prikladu sme si ukazali, Ze nad jednou schémou S mézu byt postavené
viaceré programy (5, 11), (S, I2) ... (S, I,) riesiace odlisné ulohy.

Priklad 4 Je dana programové schéma S.

S: begin [y1,ys] = [z,d]
1: if p(y;) then goto end

2: [y, ye) = [f(w1), 9(y1, v2)]
3: gotol
end [z] := [yo]

Néajdite interpretacie:

— I taku, 7ze program (S, ;) bude poéitat z! (faktorial x)

— I, taku, Ze program (S, I5) bude potitat Y ;4 (suma od 1 po x)
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RieSenie 4 Hladané interpretécie st zobrazené v nasledujicich tabulkach.

]1 N
a 1
p|y=0
/ y1— 1
g Y1Yy2
I N

a 0

p y1 =10
-1
g | Y1 Ty

Priklad 5 Napiste historiu vypoc¢tu pre program P, = (S, I3) s hodnotou
vstupnej premennej z = 7. Formalne sa ohodnotenie vstupnych premennych
zapisuje ako v[z «— 7.

RieSenie 5 Je nutné si uvedomit, Ze historiu vypoétu mozeme zapisat vzhla-
dom na stavy vypoctu, ale taktiez vzhladom na konfiguracie. V nasom rieSeni
pouZijeme druhi moznost, tj. historiu vypoctu vzhladom na konfiguracie.

9 0L e N NN =
O O O = s

=
S
s

W w w

w

Priklad 6 Zostrojte Herbrandové univerzum pre predchadzajicu schému S.

RieSenie 6 Herbrandovo univerzum je mnozina retazcov symbolov zostro-
jenych zo vstupnych premennych a funkénych symbolov.

Riegenie za¢neme tym, Ze zoberieme vSetky vstupné premenné schémy (v na-
Som pripade vstupni premenni z) a vSetky pouzité konstanty (v naSom
pripade a; a as).
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L NCL IS PISNEE TR LR )
T, a1, ag

Dalej zoberieme funkcie f; a fy a aplikujeme na vSetky dostupné termy, ktoré
doteraz reprezentuji konstanty ai, as a vstupna premenna .

" fi(x)”,7 filar)”,” fi(az)”
7 f2(9€)” . f2(a1)” . fz(GQ)”

Tymto krokom sa nam teraz rozsirila mnozina termov, takze uvedenym spo-
sobom aplikovania funkcii f; a f; na termy pokrac¢ujeme dalej.

"), filfilan))”,” fi(fi(az))”
" fi(f2(2)", fi(fa(ar))”s

" fa(fi(2))7,7 fo(fi(ar))”s ..
’7f2(f2(35))”,

Takto je mozné pokracovat do nekone¢na. Uvedenym postupom sa teda da
zostavit mnozina retazcov Herbrandového univerza vzhladom na prislusnu
schému. V naSom pripade je tdto mnozina spojend so schémou S.

Ked blizsie preskiimame schému S, zistime, Ze napriklad term ” fi(f2(az))”
nemdze nikdy pocas behu vypoctu vzniknit. Napriek tomu sa v8ak v mnozine
Herbrandového univerza nachadza.

Priklad 7 Schéma S sa zastavi prave vtedy, ked sa zastavi vypocet pre
kazda Herbrandovi interpretaciu schémy S.

RieSenie 7

—: 7 definicie vieme, ze schéma S sa zastavi, ak pre kazdu interpretaciu [
sa zastavi program (S, I). Program P = (S, I) sa zastavi, ak pre kazdé
ohodnotenie v vstupnych premennych T je hodnota val(S, I, v) definovana.
Ked7ze sme predpokladali, Ze schéma S sa zastavi, tj. v8etky vypocty na nej
sa zastavia, zastavia sa aj vSetky vypocty s Herbrandovymi interpretaciami.

<—: Musime dokazat, Ze vypocet sa zastavi pre [ubovolnu interpretaciu I a
[ubovolné ohodnotenie v vstupnych premennych z. Ku kazdej dvojici I a v
existuje s nimi zladend Herbrandova interpretacia [Ig. Z predpokladu sa ale
vypocet pre Iy zastavi, takZze sa musi zastavit aj vypocet (S,1,v). Ak sa
zastavia vSetky vypoCty na schéme S, zastavia sa aj vSetky programy (S, I).
Ak sa zastavia vSetky programy, potom sa aj schéma S zastavi.
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1.2 Nerozhodnutel'nost vlastnosti schém
Priklad 8 Mame dani schému S.

S begin [y1, 2] := [a, d]
1: if p(y1) then goto end

(1] == [f(y1)]
if p(y;) then goto end

[y, y2] = [f(y1), f(y1)]

if p(y1) then goto 7

goto end

if p(y2) then goto 4
8: goto 2

end [z]|:=[q]

N O O W N

Najdite interpretaciu I; taku, ze program P; = (S, ;) diverguje.

RieSenie 8 Aby program divergoval, potrebujeme vytvorif veény cyklus,
¢ize zabezpecit beh programu bez dosiahnutia prikazu na névesti end. Smer
behu programu ovplyvihuju predikaty. Pre nas zamer bude vhodné, ak pre-
dikat p(z) bude davat napriklad takéto vysledky.

pla) = false
p(f(a)) = false
p(f(f@) = true

Vzdy po vykonani prikazu na riadku 4 obsahuji premenné y; a y, rovnaké
hodnoty. Preto ak vysledok testu na riadku 5 bude true, potom bude true
aj vysledok testu na riadku 7. Pre veény cyklus teda stac¢i, aby este platila
nasledujica podmienka.

Vn>2: p(f*(a)) = true

Hladana interpretacia Iy = (Di, i;) moze potom vyzerat takto:
Lo i(px) = z>2
ia(f(z)) = z+1
il(a) =0

DlzN
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Priklad 9 Dokazte alebo vyvratte tvrdenie, Ze pre schému S z predchadza-
juceho prikladu, pre kazdi koneéni doménu D, a pre kazdy interpretacny
morfizmus ¢ plati, ze program P, = (S, (Ds, 1)) sa zastavi.

RieSenie 9 Tvrdenie neplati. Ak na kone¢nej doméne D, = {0, 1, 2}
upravime funkciu f tak, ze bude vstupny parameter inkrementovat najnajvys
po hodnotu 2, dostavame dokonca divergentny program F,.

i(p(r)) = =2
io(f(x)) = min(x+1,2)
iQ CL) = 0

Priklad 10 Rozhodnite, ¢i je problém dosiahnutelnosti prikazu v §tandard-
nej schéme rozhodnutelny. Svoje tvrdenie dokazte.

RieSenie 10 Problém je ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

1. Nie je (aplne) rozhodnutelny.
Sporom. Predpokladajme, Ze je problém rozhodnutelny. Potom vieme

rozhodnut aj to, ¢i je dosiahnutelny prikaz end. Takto by sme ale
vedeli rozhodovat divergenciu schémy a to nasledovnym spoésobom:

— ak je end dosiahnutelny, tak schéma nie je divergentna,

— ak end dosiahnutelny nie je, tak schéma je divergentné.

2. Je &asto¢ne rozhodnutelny.

Zostrojime procediru, ktord povie, Ze je prikaz dosiahnutelny ak je
prikaz dosiahnutelny. Ak je prikaz nedosiahnutelny procedura povie, 7e
je prikaz nedosiahnutelny alebo nepovie ni¢ (bude bezat donekone¢na).

Procedira simuluje vypocty programov na schéme reprezentovanej stro-
mom. Pri predikitoch existuju dve hrany, inde je hrana len jedna. Cize
vrcholmi stromu s dvomi hranami st miesta v schéme, kde sa testuju
predikaty (if ... then ...). Korefiom stromu je navestie begin.

Strom prehladdvame do $irky, tj. po rozdeleni sledujeme vSetky vetvy
stromu stucasne. Vypocet sa rozdeli na n ciest, ale n je vidy konecné
¢islo. Koniec behu procediary méze nastat v dvoch moznych pripadoch.

a. V niektorej z ciest prideme na prikaz, ktorého dosiahnutelnost
sme cheeli zistit. Odpovieme, ze prikaz je dosiahnutelny (aspon
jednou interpretaciou a vstupnym ohodnotenim).
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b. VSetkych n ciest sa dostane do prikazu end pricom ani jedna
nepresla hladanym prikazom. Odpovieme, Ze prikaz nie je do-
siahnutelny ani jednou interpretaciou s Tubovolnymi vstupnymi
hodnotami.

V pripade, ze dany prikaz nie je dosiahnutelny a v programe sa vysky-
tuje cyklus, nasa procedura nikdy neskondi.

Priklad 11 Uvazujme triedu dosiahnutelnych schém D. Je prislusnost sché-
my k triede D rozhodnutelny problém? Svoje tvrdenie zdévodnite.

RieSenie 11 Problém je ¢iasto¢ne rozhodnutelny.

7 definicie vieme, 7e dosiahnutelnéd schéma obsahuje iba dosiahnutelné pri-
kazy. Pre kazdy prikaz v dosiahnutelnej schéme existuje interpretacia, pri
ktorej sa prikaz vykona.

V predchadzajicom priklade sme dokézali, Ze problém dosiahnutelnosti pri-
kazu je Ciasto¢ne rozhodnutelny. V naSej procedure, ktord bude skimat
prislusnost schémy k triede D, sa rovnakym sposobom stucasne opytame na
dosiahnutelnost vSetkych prikazov schémy.

Mnozina prikazov schémy je konecnd, takze sa v kone¢nom case dozvieme, Ze:

— bud vsetky prikazy schémy st dosiahnutelné, potom je aj schéma do-
siahnutelna a teda patri do triedy D,

— alebo existuje prikaz, ktory nie je dosiahnutelny, potom aj schéma nie
je dosiahnutelna a teda nepatri do triedy D,

— alebo sa beh procedury neskonc¢i a v tomto pripade schéma taktiez
nepatri do triedy D.

Priklad 12 Uvazujme triedu Strukturovanych schém M. Je problém diver-
gencie pre Struktiurované schémy rozhodnutelny? Svoje tvrdenie zdovodnite.

RieSenie 12 Problém je rozhodnutelny.

Struktirované schémy obsahuji iba riadiace struktiry if a while a neob-
sahuju riadiacu $truktiru goto. Pre kazdu Struktirovani schému sa da
vytvorit interpretacia taka, Ze pokial navestie end existuje, tak bude dosiah-
nuté. KonStrukcia interpretéacie je trivialna — vysledkom kazdého predikitu
pouzitého v riadiacej struktire while musi byt false.
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Z toho ale vyplyva, Ze neexistuje divergentna Struktirovana schéma také, ze
obsahuje navestie end. Naopak, ak schéma névestie end neobsahuje, tak
je urcite divergentna. Preto je problém divergencie na W rozhodnutelny.
Odpovedou pre kazdu struktirovana schému je, Ze schéma je divergentna ak
neobsahuje névestie end, inak nie je divergentna.

1.3 Porovnavanie tried programovych schém
Priklad 13 Rozhodnite, ¢i je schéma S volna.

S: begin [y1,y2] = [a,a]
1: if p(y1) then goto 4

2: [y = [f(w)]
3: gotol
4: if p(y2) then goto end
5t [y, ue] = [g(y), f(y2)]
6: goto4

end [z] := [y1]

RieSenie 13 7 definicie vieme, Ze schéma S je volna, ked pre kazdu cestu
vediicu zo zaciato¢ného prikazu existuje interpretacia I a ohodnotenie vstup-
nych premennych v také, ze vypocet (S, 1,v) sleduje tuto cestu.

Schéma S reprezentuje dva cykly. Na zaciatku sa premenné y; a y» inicializu-
ju na rovnaki hodnotu. V prvom cykle sa iteruje podla y;, v druhom cykle
sa iteruje podla 5. V oboch pripadoch testuje ukoncenie cyklu predikat p
aplikovany na itera¢ni premennii. Takze oba cykly buda mat vzdy rovnaky
pocet opakovani.

To je ale v rozpore s volnostou schémy, pretoze nie st mozné vypocty, kde
pocet opakovani prvého cyklu nie je rovnaky ako pri druhom cykle. Takze
sa neda spravit napriklad 3-nésobné opakovanie prvého cyklu nasledované
2-nasobnym opakovanim cyklu druhého. Schéma S teda nie je volna.

Priklad 14 Mame dana Janovovu schému S.
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S: begin [y] := [z]

Lo [yl = [f(y)]
if p(y) then goto 6
[y] = [F(y)]
if p(y) then goto 6
goto 2
if ¢(y) then goto 8
goto 4

Dyl =1 ()]
end [z] := [y]

0 ~J O U = W I

Najdite ku schéme S ekvivalentni volnt Janovovu schému S,. Schému
napiSte a strucne zdoévodnite, pre¢o je schéma S, volna a ekvivalentna so
schémou S.

RieSenie 14 RieSenim je schéma S,.

Sy, : begin [y] = [z]

Lo [yl = [f(y)]
if p(y) then goto 4
goto 1
if ¢(y) then goto 6
goto 5

C oyl = ()]
end [z] := [y]

S UL W N

VoInost: Ak predikat p(y) plati, tak sa uz dalej netestuje. Ak neplati, tak
pred dalsim testom toho istého predikdtu sa zmeni premenna y. Predikat
q(y) sa testuje len raz. Pre kazdu cestu existuje interpretécia I, a valuacia
v, taka, ze vypocet (S,, I,, v,) sleduje tito cestu, takze schéma je volna.

Ekvivalencia: Oproti pévodnej schéme sme zmenili prikaz 7 : goto 4 na novy
prikaz 5 : goto 5. V pdévodnej schéme bol tento prikaz dosiahnutelny iba ak
na riadku 4 platil predikat p(y) a na riadku 6 neplatil predikat ¢(y), ¢oho
dosledkom bol opét skok na riadok 4 a rovnaké testy s rovnakymi hodnotami,
¢ize veény cyklus. Cyklusom 5 : goto 5 sme teda dosiahli ekvivalentnu
schému.

Taktiez sme vynechali podmienku na riadku 4, pretoze moze byt nahradena
ekvivalentnou podmienkou na riadku 2 povodnej schémy. Nakoniec sme zre-
dukovali prikazy na riadkoch 1 a 3 povodnej schémy, pretoze sa po malych
apravach novej schémy daji nahradit jednym prikazom.
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Priklad 15 Dana je Standardné schéma S.

S: begin [y] := [z]
1: if p(y) then goto end
(

2: if ¢(y) then goto 6
3: [y = [Ai(y)
4: if p(y) then goto 2
5: goto end
6: if p(y) then goto 10
7 [yl =)
8 : if ¢(y) then goto end
9: goto 1

10+ [yl == [fs(y)]

11: goto 8

end [z] :=[y]

Najdite ku schéme S ekvivalentni volna schému S,.
RieSenie 15 RieSenim je schéma S,.

Sy begin [y] = [z]
1: if p(y) then goto end
(

2: if ¢(y) then goto 6
3: [y = LAy)]
4: if p(y) then goto 10
5: goto end
6: [yl :==[fo(y)]
7: if ¢(y) then goto end
8 : if p(y) then goto end
9: goto 3
10 : if ¢(y) then goto 12
11: goto 3
12 [y] = [f3(y)]
13: goto 7
end [z] := [y]

Schému S, sme nasli pomocou vytvorenia vyvojového diagramu pédvodnej
schémy S a jeho naslednych modifikacii veducich k zvolneniu pri zachovani
ekvivalencie. Tento postup je standardny. Nedoporucuje sa pisat programovy
kod vyslednej schémy priamolf.

Ipretoze to ide naozaj len velmi tazko
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Priklad 16 Mame dana Standardnt schému S.

S : begin
1:
2:
3

[y, 2] := [z, q]
if p(y1) then goto end

W1, ya| = [f(v1), 9(y1, y2)]
goto 1

end [2] := [ys]

Najdite ku schéme S ekvivalentnu rekurzivnu schému R.

RieSenie 16 Ekvivalentni rekurzivnu schému R zostrojime pomocou $tan-
dardného postupu. Navestia Standardnej schémy prepisujeme pomocou fun-
kénych premennych ¢; (simulacia toku riadenia) tak, aby v ich rekurzivnych
definiciach vektory vstupnych argumentov 7 zodpovedali vektorom pracov-
nych premennych (simulécia zmenu stavu vypoctu).

ou(y1,92) = 2= i, a)

¢1(y1,42) = if p(y1) then d.(y1,y2) else ga(y1, ya)
G2(y1,92) = &3(f(v1),9(y1,92))

G3(y1,v2) = &1(y1,2)

Pe(Y1,92) = Y2

Jednoduchym dosadenim do funk¢nych premennych ¢; dosiahneme zjednoduse-
nie systému rekurzivnych definicii a vysledni schému R.

R: begin [y, yo] = [z, 4]
¢1(y1,12) <= if p(y1) then y, else é1(f(y1), 9(y1,92))
end [z] := [¢1(x,a)]

Priklad 17 Dana je Standardné schéma S.

S: begin [y] := [z]
1: if p(y) then goto end
2: [yl = 1f(y)]
3: if ¢(y) then [y] := [g(y)]
4 : if p(y) then goto 2
5: gotol
end [z] := [y]

N4ajdite rekurzivnu schému R, ktoré je ekvivalentnd so schémou S. Upravte
najdent schému tak, aby mala minimélny pocet funkénych premennych.
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RieSenie 17 KedZe ide o tlohu rovnakého typu ako v predchadzajicom
priklade, aj nas postup bude obdobny. Najskor vytvorime zékladnu ststavu
rekurzivnych definicii.

o(y) = z=¢i(2)

o1(y) = if p(y) then ¢.(y) else ¢3(f(y))
oa(y) = #3(f(y))

¢3(y) = if q(y) then ¢4(g(y)) else d4(y)
d4(y) = if p(y) then ¢y(y) else ¢5(y)
¢5(y) = d1(y)

Pely) =y

Minimélny pocet funcénych premennych dosiahneme nasledovnymi krokmi:

Zrusenim ¢ a dosadenim ¢3 na prislusné miesta vo ¢ a ¢4.

Zrusenim ¢, a dosadenim y na prislusné miesto vo ¢;.
— Zrusenim ¢5 a dosadenim ¢; na prislusné miesto vo ¢y.

— ZruSenim ¢4 a dosadenim prikazu if na prislusné miesta vo ¢s.

Po tychto apravach dostavame vyslednt rekurzivnu schému R, ktora je ek-
vivalenta so schémou S.

R: begin [y] := [z]

¢1(y) <= if p(y) then y
else ¢3(f(y))

¢3(y) <= if q(y) then if p(g(y)) then ¢3(f(9(y)))

else ¢1(g(y))
else if p(y) then ¢3(f(y))
else ¢1(y)
end [z] := [¢(7)]

Priklad 18 Mame dana Standardnt schému S.
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S: begin [y] := [z]
Lo [yl = [f(y)]
2: if p(y) then goto 5
3: [yl :=1l9(y)]
4: goto 1
5: if p(y) then [y] := [h(y)]
6: if p(y) then goto end
7: goto b
end [z] := [y]

Najdite ku schéme S ekvivalentnii rekurzivnu schému R.

RieSenie 18 Do tretice je uvedeny priklad rovnakého typu, tj. tloha na
prevod Standardnej schémy do rekurzivnej. Tentoraz vSak iba s vyslednou
podobou rekurzivnej schémy. Citatel si tak moze aspont porovnat vysledok.

R: begin [y] := [z]
¢1(y) <= if p(f(y)) then ¢5(f(y))
else ¢1(g(f(y)))
¢5(y) < if p(y) then if ¢(h(y)) then h(y)
else ¢5(h(y))
else if ¢(y) then y
else ¢5(y)
end [z] := [¢1(z)]

Priklad 19 Mame dana rekurzivnu schému R.

[ ]=1
¢(y) <= if p(y) then f(y) else h(¢(g(y)))
end [z] := [¢(a)]

R: begin
Zistite, ¢i existuje k tejto schéme Standardné schéma S. V pripade, Ze exis-
tuje, najdite ju.

RieSenie 19 étandardnym postupom hladania ekvivalentnej rekurzivnej sché-
my k Standardnej schéme je:

1. Zistit akého tvaru je vystupné premenné rekurzivnej schémy a rozhod-
nut, ¢i moze existovat Standardné schéma davajiuca rovnaké vysledky.
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2. V pripade kladnej odpovede v predchadzajicom bode uz ostava iba tiito
schému najst. V mnohych pripadoch to ide, nie v8ak vo v8eobecnosti.

Vystupné premenné z schémy R je tvaru h"fg"(a), kde hodnota n vyjadru-
je hlbku rekurzivneho vnorenia. V triede Standardnych schém S existuje
schéma S ekvivalentnd s R generujica vystupné premenné uvedeného tvaru.

S: begin [y1,y2] = |a,q]
1: if py(y1) then goto 4

2: [pn] = [g(y)]
3: gotol
4: [l = [ ()]
5: if p(y,) then goto end
6: [y, 2] == [M(v1), 9(12)]
7: goto )

end [z] := [yi]

Obsah pracovnych premennych [y, y2| v prikaze begin bol [a, a], pred
riadkom 4 bol [¢"(a), al, po riadku 4 bol [f¢"(a), a] a nakoniec v prikaze end
bol obsah pracovnych premennych [h"fg"(a), g"(a)]. Vystupnej premennej z
sa priraduje hodnota yy, ktorej obsah je v Ziadanom tvare.

Priklad 20 Uvazujme triedu voInych schém V), triedu rekurzivnych schém R
a triedu dosiahnutelnych schém D. Sformulujte a zdovodnite vztahy medzi
uvedenymi triedami schém a triedou Standardnych schém S na zéklade relacii
podtrieda C, prelozitelna trieda C a efektivne prelozitelnd trieda <.

RieSenie 20

S,V — porovnanie tried Strukturovanych a volnych schém

S ¢V Existuje standardna schéma, ktora nie je volna.

S L'V Vo v8eobecnosti neexistuje postup, pomocou ktorého sa da spravit ek-
vivalentna volnéa schéma ku kazdej Standardnej schéme, aj ked v mno-
hych pripadoch to ide. Pre kontrapriklad pozri tvrdenie D [ V.

S 4V Priamo vyplyva z tvrdenia S IZ V.

YVCS, VES, VIS
Tvrdenia st zrejmé, vyplyvaji priamo z definicii.
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S, R — porovnanie tried Struktirovanych a rekurzivnych schém

SZR

R¢S

RTZS

R4S

Ide o syntakticky odli§né schémy, takze principidlne nemozu byt nav-
zajom podtriedami.

Standardnd schéma sa da previest na ekvivalentni rekurzivnu schému.

Existuje standardny postup, pomocou ktorého sa da previest Standard-
na schéma na ekvivalentt rekurzivnu. Niekolko ukaZzok sa nachadza aj
v tejto zbierke prikladov.

Ide o syntakticky odli§né schémy, takze principiadlne nemozu byt nav-
zdjom podtriedami.

Existuje rekurzivna schéma ku ktorej neexistuje ekvivalentna standard-
né schéma. V niektorych pripadoch sa vsak rekurzivna schéma da pre-
viest na ekvivalentt Standardnu (viz. napriklad dlohu v tejto zbierke).

Priamo vyplyva z tvrdenia R [Z S.

S, D — porovnanie tried Strukttrovanych a dosiahnutelnych schém

S¢D

S4D

DCS,

Existuje Standartn& schém, ktora nie je dosiahnutelna. Kontraprik-
ladom je schéma obsahujtca jeden alebo viac komponetov nestvislosti
(tzv. ostrovceky).

Odstranenim komponentov nestvislosti zo Standartnej schémy sa stane
schéma dosiahnutelnou.

Odstranovanie komponetov nestvislosti vSak nemdze ist spravit efek-
tivne. Ak by to i8lo, vedeli by sme rozhodovat divergenciu Standart-
nych schém. Kazdu schému z triedy S by sme previedli na ekvivateltni
schému z triedy D a spytali sa na dosiahnutelnost navestia end.

DCS, DJIS
Tvrdenia su zrejmé, vyplyvaji priamo z definicii.

Priklad 21 Uvazujme triedu dosiahnutelnych schém D, triedu priechod-

nych

schém P a triedu Janovovych schém (7. Sformulujte a zdovodnite

vztahy medzi uvedenymi triedami schém a triedou volnych schém V na zak-
lade relacii podtrieda C, preloziteIna trieda C a efektivne prelozitelna trie-

da <.
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RieSenie 21

V, D — porovnanie tried volnych a dosiahnutelnych schém

VgD

DEV

DTV

DY

Komponenty nesuvislosti neodporuji volnosti, nakolko do nich nevedie
cesta zo zaiatku schémy. Odporujiu vSak dosiahnutelnosti schémy.
Preto existuje schéma, ktora je volna, ale nie je dosiahnutelna.

Vyplyva z tvrdeni V € S A § T D.

Kedze volné schémy su orientované grafy a na orientovanych grafoch
existuje algoritmus odstranujici komponenty nesivislosti, potom sa
da kazda volna schéma efektivne prelozit do ekvivalentnej priechodnej
schémy. Algoritmus je linearny vzhladom na pocet hréan a kvadraticky
vzhladom na pocet prikazov schémy.

Existuje dosiahnutelna schéma, ktora nie je voIna.

i: if p(y) then goto i + 2
i+1: if p(y) then goto i + 3
i+2: [yl =1yl
1+ 3

Vsetky prikazy v nacrtnutej ¢asti schémy si dosiahnutelné, ale cesta
z i+ 1 do i + 3 nie je volna.

Existuje dosiahnutelné schéma, ktora sa neda previest na volnt. Prik-
ladom moze byt napriklad nasledujtca schéma s dvojitym cyklusom da-
vajica na vystupe f"¢"(a), kde n je pocet opakovani prvého a druhého
cyklu.

begin [y1, 2] := [a, d]

1: if p(y1) then goto 4
2: (] =[f(y)]
3: gotol
4: if p(y,) then goto end
5t [y, 2] = [g(u), [ (y2)]
6: goto4

end [z] := [y]

Priamo vyplyva z tvrdenia D [Z V.

V, P — porovnanie tried volnych a priechodnych schém
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V ¢ P Existuje volna schéma, ktora nie je priechodna. Inkriminovana schéma
obsahuje také komponenty nesuvislosti, ktoré neodporuju volnosti, ale
odporuji priechodnosti schémy.

Y C P Odstranenim komponentov nesavislosti volnej schémy dostavame ekvi-
valentnii priechodnd schému.

Y <P Analogicky ako dokaz tvrdenia V < D. Je nutné najdenie komponen-
ty suvislosti orientovaného grafu s vrcholom begin reprezentujiceho
volni schému a odstranenie ostatnych komponentov nestuvislosti.

P €V Existuje priechodna schéma, ktora nie je volna. Pre kontrapriklad pozri
tvrdenie D L V.

P LV Existuje priechodna schéma, ktora sa neda prelozit do ekvivalentnej
vol'nej schémy. Pre kontrapriklad pozri tvrdenie D [Z V.

P 4V Priamo vyplyva z tvrdenia P £ V.

V, J — porovnanie tried volnych a Janovovych schém

V ¢ J Existuje volna schéma, ktora nie je Janovova. Je to jednoducho taka,
ktora obsahuje viac ako jednu pracovnd premennd.

V [L J Existuje volna schéma, ktord sa neda prelozif do ekvivalentnej Jano-
vovej schémy. Ako kontrapriklad posluzi volna schéma, ktora obsahuje
dve pracovné premenné, pricom obe st v schéme vyuzivané tak, 7ze sa
nedaji nahradit jednou pracovnou premennou.

V 4 J Priamo vyplyva z tvrdenia V [£ J.

J ¢V Existuje Janovova schéma, ktora nie je volna.

J CV Z kazdej Janovovej schémy sa da spravit ekvivalentna volné Janovova
schéma. Dokaz tvrdenia sa nachadza v skriptéch.

J <V Kazda Janovova schéma sa da efektivne prelozit do ekvivalentnej volnej
Janovovej schémy. Popis postupu sa opét nachadza v skriptéach.



Kapitola 2

Spravnost programov

2.1 Metdédy dokazovania spravnosti

Priklad 22 Uvazujme nasledujtci standardny program P, ktory pocita [/ ]
(hornt cela ¢ast odmocniny ).

P: begin [y1,ys] :=[1,1]
1: if yo > x then goto end
20 [yyel = [y + 1, (g +1)7]
3: gotol
end [z] := [y]

Definujte vstupnt podmienku, vystupni podmienku a invarianty. Floydovou
metodou dokézte ¢iastocnu spravnost programu vzhladom na vstupni a vys-
tupnu podmienku.

RieSenie 22 Vstupna podmienka presne vymedzuje vstupné hodnoty pre
ktoré dava program ziadany vysledok. V naSom pripade ide o vSetky klad-
né hodnoty. Program by sa dal modifikovat aj tak, aby daval zmysluplné
vysledky pre vSetky nezdporné hodnoty, ale prinieslo by ndm to isté mnozst-
vo dal8ich komplikécii. TakZze vstupna podmienka p vyzera nasledovne.

p(z): x>0

Vystupné podmienka ¢ popisuje z = [/x].

19
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q(z,z) : [Vz] = =z
(z—1) < ax < =z
(z—1)7? < =z < 22

Invariantu v prikaze begin zodpovedé vstupna podmienka a invariantu v prikaze
end zodpoved4 vystupna podmienka.

]B:p
I = ¢

Program obsahuje jeden cyklus. Idedlne miesto pre jeho deliaci bod je tam,
kde sa z cyklu vychadza. V programe P je to rovnaké miesto ako to, kde
sa do cyklu vchadza. Ako deliaci bod teda zvolime riadok 1. Invariant I
v tomto bode vyzera nasledovne.

L: (p—17°<z A=y

Prva cast invariantu [; reprezentuje riadiacu podmienku cyklu. V druhej
Casti sa definuje zavislost medzi premennymi wy; a .

Program P obsahuje tri deliace body medzi ktorymi st tri konecné cesty.

— cesta Bl: begin — riadok 1
— cesta 11: riadok 1 — riadok 1
— cesta 1E: riadok 1 — end

7 definicie vieme, 7e pre kazdu cestu musime dokazat verifika¢ni podmienku
odvodentu z nasledujiceho vSeobecného tvaru.

VT, y 14(Z,9) N Rap(Z,y) = Ip(ZT,r45(7,7))

cesta B1: Pouzitim spitnej substitiicie odvodime podmienku prechodu a mo-
difikdciu pracovnych premennych na ceste Bl a dosadime do prislusnej veri-
fika¢nej podmienky.

Rpi(y1, y2) = true
TBl(yla 92) = (17 1)

Ig A true = I,(1,1)
>0 A true = (1-12<z A 12=1
>0 A true = 0<zx A 1=1
x>0 A true = x>0
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cesta 11: Podobne ako v predchadzajicom pripade odvodime Ri; a ry; a
dosadime do verifika¢nej podmienky pre cestu 11.

iy, v2) = (o +1 (3 +1)%)

Ly, y2) N ya<z = Ly +1,(y +1)7)
=12 <z Ayi=mp Ap<z = (m+l-10°<z A (p+1)P°*=(+1)?
Y=y ANyp<z = yP<x A true
yi<r = yi<zx

cesta 1E: A do tretice aj pre poslednt cestu odvodime spétnou substiticiou
Rip a rip a dosadime do prislichajicej verifikacnej podmienky.

Rig(y1, y2) = true A yo >
T1E(2) = U
Li(y,y2) N o> = Ig
(=12 <z Ap=yi Np>z = (h—1)72?<z<y]
(p—12<zANyi>r = (—17°<z ANyl>x

Pre v8etky cesty v programe P sme overili platnost prislusnych odvodenych
verifika¢nych podmienok a tym sme dokazali aj ¢iasto¢ni spravnost progra-
mu P vzhladom na vstupnt podmienku p a vystupni podmienku q.

Priklad 23 Dany je Standardny program P.

P begin [y1,yo] :=[0,24]
1: if y, < 25 then goto end

2: [y, y2] =y + 1,92 — 23]
3: gotol

end [z, 2] := [y1, o)

Floydovou metodou formélne dokazte ¢iastocni spravnost programu P vzhla-
dom na nasledujice podmienky:

e vstupna podmienka — p(xy,22) 1 1 >0 A 29 >0

e vystupna podmienka — q(z1, %2, 21,29) 1 21X2 + 20 =21 A 0 < 29 < @9

Urcte deliace body, najdite k nim prislachajtice invarianty, zostrojte veri-
fika¢né podmienky a ukézte, ze platia.
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RieSenie 23 Po kratkej analyze zistime, Ze program deli hodnotu vstupne;j
premennej x; hodnotou xy. Delitel je ulozeny do vystupnej premennej z; a
zvySok po deleni do premennej z,. Vysledok je tak tvaru z; = 2129 + 29,
kde zy < x9 (zvySok je mensi ako hodnota, ktorou delime).

Mame dva implicitné deliace body v névestiach begin a end. Invariantom
v tychto bodoch zodpovedaja vstupna podmienka p a vystupné podmienka q.
Takze plati Ip =p a I =q.

KedZe program opét obsahuje jeden cyklus, ako jeho deliaci bod zvolime
riadok 1. Je to miesto kde sa do cyklu vchadza i vychddza. Konstrukcia
invariantu k tomuto deliacemu bodu programu je nerozhodnutelnym prob-
lémom. Preto sa snazime vy¢itat z vlastnosti programu i cyklu ¢o najviac
uzito¢nych informacii a vlozit ich do podmienok invariantu I;.

Li: zy=yx0+1y2 AN 23>0 A y3 >0 A 42 >0

Pre kazdua z troch ciest odvodime a dokazeme verifika¢nii podmienku.

cesta Bl:
Rpi(y1, y2) = true
7‘31(917 y2) = (07 $1)

11(0,1'1)

1 =09 +21 N 29>0 AN 020 A 2120
=21 N 29>0 A 21 >0

120 A 29>0

Ig A true
1 >0 A 29>0
1 >0 A 29>0
120 A 29>0

4y

cesta 11:

Rll(yl, y2) = true A ﬁ(?JQ <$2) = Yo > X9
(Y, y2) = (1 + 1,02 —22)

Li(yi,y2) N Yo >20 = Ly +1,y0 — 29)

T1=y1x2+yY2 N 22>0 AN y1 20 AN 5220 A yp 229 =
= o=+ D)+ (Y2 —22) AN 22>0 Ay +1>0 A yp— 22 >0
(zrejme yo > 0 Axo > 0Ays > 29 = yg — 29 > 0)
Ty=y1x2+Y N y1 =20 AN yp—22 20 =
= rn=yr2ty2 AN y1+1>20 A yo—222>0
(zrejme plati y; > 0=y +1 > 0)

cesta 1B:
Rip(y1, y2) = true N ys < x9

rie(z,2) = (Y1,92)
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Li(yi,y2) N yo<xo = Ig

1 = Y1T2 + Yz A o >0 A y120 AN yQZO N Y < Ty =
= 21 =110+ Yo N 0 <y <9

T1=yTe+Y2 A Y220 A yp <9 =
= T1=YT2+ Y2 N Y220 Ays <y

Po overeni verifika¢nych podmienok pre vSetky cesty je Ciasto¢na spravnost
programu P dokazana.

Priklad 24 Dany je Struktdrovany program P.

P: begin [y1,ys] :=[1,1]
while ¢, < = do

1, y2] o= [y1 + 1, (11 + 1)?]
od
end [z] := [y1]

Hoareovou metodou forméalne dokazte ¢iastoéni spravnost programu P vzhla-
dom na nasledujice podmienky:

e vstupna podmienka — p(x): = >0

e vystupnd podmienka — q(z,y): (z — 1) <z < 22

RieSenie 24 Hoareova metdoda dokazovania ¢iastoCnej spravnosti Struktu-
rovanych programov sa opiera o logicky systém zalozeny na jazyku induk-
tivnych formil {p} P {q}. Pri dokazovani sa pouzivaju vietky platné formu-
ly Specifika¢ného jazyka, axidoma priradenia a inferencné resp. odvodzovacie
pravidld Hoareovského kalkulu.

Pre dokaz ¢iasto¢nej spravnosti programu P musime dokazat platnost nasle-
dujicej induktivnej formuly.

{r} P {q}

Kratkou analyzou zistime, ze program P sa sklada z troch casti. Z dostup-
nych inferencénych pravidiel teda aplikujeme pravidlo kompozicie a vyrieSime
induktivne formuly zodpovedajice jednotlivym castiam programu P.

{p} £ {r} {r} P {s} {s} Bs{q}



KAPITOLA 2. SPRAVNOST PROGRAMOV 24

Este pred samotnym rieSenim jednotlivych induktivnych formil sa poktisime
prisposobit si podmienky r a s. Cast P, je while cyklus s podmienkou b,
preto uhéddneme, ako by mohla vyzerat podmienka s, ktora plati po jeho
ukoncent.

s = rA-b

Je nutné podotknit, ze v nasom pripade tento postup povedie k tspechu.
Rozhodne v8ak neplati vo v8eobecnosti na vSetky Struktirované programy.

e Induktivna formula {p} P, {r}: Cast P, programu P obsahuje jediné
priradenie v navesti begin. Pouzitim azidmy priradenia nahradime
v podmienke r obe premenné y; a ys hodnotou 1. Urcite plati

{rln/1,92/1]} P {r}
Ak sa podari dokazat nasledujicu implikaciu, bude mozné pouzit pravid-
lo ndsledku a tym bude induktivna formula {p} P, {r} dokazana.
p = rlyi/1 y2/1]

e Induktivna formula {r} P, {r A —b}: Cast P, programu P je reprezen-
tovana cyklusom while. Preto pouZzijeme pravidlo iterdcie.

{T/\b} P21 {7’}

Pre priradenie nachédzajice sa v cykle while pouzijeme aziomu pri-
radenia. Urcite teda plati

{rlyr/yr + Loyo/ (1 + 1)%]} Por {r}

Dokazanim nasledujtcej implikacie dokdzeme platnost celej induktivne;j
formuly {r} P> {r A —b}.

rAb = rly/yr + 1 ye/ (g1 +1)7

e Induktivna formula {r A =b} P; {q}: Podobne ako ¢ast P, aj ¢ast P;
programu P obsahuje len jedno priradenie, tentokrat v navesti end.
Aplikujeme aziomu priradenia. Potom urcite plati
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{alz/nl} Ps {q}
Ak sa podari dokizat nasledujicu implikdciu, bude mozné pouzit pravid-
lo ndsledku a tym bude induktivna formula {r A =b} P; {q} dokdzana.

rA=b = qlz/yi]

Z troch hlavnych casti programu teda dostavame tri implikacie, ktorych plat-
nost je nutné dokéizat.

p(x) A true = r[y/1,y2/1]
rAb = rly/yr+ 1L,y (yr +1)7
r A b = qlz/p]

Musime sformulovat podmienku r. Podobne ako hTadanie invariantu vo Floy-
dovej metdde, je najdenie tejto podmienky netrivialny a nedeterministicky
proces. Je vhodné a vo vic8ine pripadov aj uspesné vychadzat z poslednej
implikacie a odvodit hladand podmienku r od vystupnej podmienky g¢.

V naSom pripade je podmienka r rovnaka, ako prislichajici invariant v ek-
vivalentnom Standartnom programe dokazovanom Floydovou metodou.

r=yi=p A m-1)7<
Pozname podmienku b cyklu while v casti P.
b = Yo < T
Vysledné implikacie teda vyzeraju nasledovne.
>0 A true = 12=1A (1-1)?%<zx
=t A -1’ <z Ap<r = m+1)’=w+1)? A m+l-172<z

Y=y A (pn—12<ax Ap>r = (ph—-1)72<z<yl

Samotné dokazy implikacii st priamociare a jednoduché.
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Priklad 25 Dany je Struktirovany program P.

P begin [y1, o] :=[0,24]
while y, > 25 do
1, 92] == [y1 + 1,42 — 2]
od
end [z1, 2] := [y1, o]

Hoareovou metodou formélne dokazte ¢iastoéni spravnost programu P vzhla-
dom na nasledujice podmienky:

e vstupna podmienka — p(xy,22) 1 1 >0 A 29 >0

e vystupna podmienka — q(x1, 79, 21,20) ¢ 2100+ 20 =217 N 0 < 29 < 29

Riesenie 25 V predchadzajicom priklade na dokazovanie Ciasto¢nej spréav-
nosti programu P Hoareovou metdédou sme pouzili tzv. postup zhora dole.
Vychadzali sme z induktivnej formuly {p}P{q}, na ktoru sme postupne ap-
likovali inferen¢né odvodzovacie pravidla a axiému priradenia. Tymto spo-
sobom sme dospeli k niekolkym implikadciam, ktoré sme dokézali.

Akosi implicitne sme predpokladali, ze dokdzanim tychto implikacii sa dokaze
aj induktivna formula {p}P{q} a teda aj ¢iasto¢né spravnost programu P.
To je samozrejme pravda, no v skuto¢nosti ma tato induktivna formula stat
na konci celého procesu odvodzovania a dokazovania a nie na jeho zaciatku.
Preto existuje aj sposob, ako zapisat Hoareovu metodu forméalnejsie.

Je nutné zdoraznit, Ze oba zapisy su dobré. Prvy je nazornejsi, kedze neza-
¢iname ni¢nehovoriacim tvrdenim, ale zndmou vSeobecnou induktivnou for-
mulou. Druhy zapis je zase forméalnejsi. Nasledujtuci dokaz ¢iastocnej sprav-
nosti Hoareovou metodou zapiSeme formalnej$im sposobom. Tento spdsob je
pouzivany taktiez v skriptéach.

Zvolime si invariant. R(z1,29,91,Y2) : Y122+ Y2 =21 A0 < 29 < X9

.21 20 A 29 >0 = R(ZL‘l,ZEQ,O,IL'l)
Ors+z1=21 N 21 >0

2. {R(‘rlax%O?xl)}

[y1, 2] := [0, 24]
{R(w1,29,y1,92) }
axioma priradenia
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10.

{.731 >0 A To > 0}
[yl,yz] = [%xl]

{R(xlv X2, yl:y?)}
pravidlo nasledku pre 1. a 2.

R(x1,22,91,92) N Yo > 22 = R(x1,20,y1 + 1,92 — 22)

Y1xe +y2=o1 N Y220 A yo > 19 =

= n+Draty—x2=21 AN Yo —22>0

Yixa+ye =21 N Y2 =20 AN Yy =229 = y1Zo+ty2 =21 A Yo > T

{R(z1, 22,51 + 1,y2 — x2) }
W1, 2] := [ + 1,92 — 2]
{R('rbeuylva)}

axioma priradenia

{R<‘r17x27y17y2> AN > xZ}
1, 2] := [1n + 1,92 — 2]

{R(z1, 22, 91,92)}
pravidlo ndsledku pre 4. a 5.

{R(xlu X2, Y1, ?JQ)}
while y, > 25 do

[Y1,y2] == [th + 1, y2 — x9]
od

{R<x17x27y17y2) N Y2 < x2}
pravidlo iterdcie pre 6.

{1'1 >0 A 29> 0}
[ylayQ] = [0,$1]

while y, > 25 do

(1, y2) = [y1 + 1, y2 — 2]
od

{R(z1,22,91,92) N yo < 22}
pravidlo kompozicie pre 3. a 7.

R(z1,22,y1,%2) N Yo <o = 2+ =21 N 0< 1y, <9
NTo+Y2 =21 N y220 N Yo < Ty = YNTa+Ys =21 N O§y2<l‘2

{nzo+ya =21 A 0<ys <2}
(21, 22] = [y1,92]
{21$2+22:$C1 A 0 < 2z <SL’2}
axioma priradenia
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11. {R(x1, 22,91, Y2) A Yo < T2}

[21, 22] = [y1,y2]
{z1ima+ 2 =21 N 0< 29 <o}
pravidlo ndsledku pre 9. a 10.

12. {z; >0 A x5 >0}

[ylay2] = [0,931]
while y; > x5 do

1, y2] == [y1 + 1,42 — 22]
od

[21, 22] = [y1,y2]
{Zl$2+22:$1 A0 <2z <Zlf2}
pravidlo kompozicie pre 8. a 11.

Priklad 26 Uvazujme nasledujici Struktirovany program P.

P begin [yb Y2, y?)] = [17 07 O]
while y; < n do

[ys] := lalya]];
if y3 < 0 then

[ys] :== [—ys]
fi;
W1, y2] = [y + 1, y2 + y3]
od

end [2] := [ys]

Hoareovou metodou formélne dokazte ¢iastoéni spravnost programu P vzhla-
dom na vstupni a vystupnu podmienku:

e vstupnd podmienka — p(a,n): n >0

e vystupna podmienka — g(a,n,z) : z=> . |a[t]|

RieSenie 26 Zaciname pouzitim pravidla kompozicie.

{p} P. {r} {r} P {s} {s} Ps{q}
{r} P {q}

Postupne dokdzeme vSetky tri induktivne formuly. Prvi, tretiu a nakoniec
druht, ktora je najobsiahlejSia.
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e Induktivna formula {p} P, {r}: Vieme, Ze podla azidmy priradenia pla-
ti tvrdenie {r[y1/1,v2/0,y3/0]}Pi{r}. Musime teda dokizat nasledu-
jucu implikaciu.

p = ryi/1,92/0,y3/0]

e Induktivna formula {s} P; {q}: Urcite plati {q[z/y2]} Ps{q} a tak dokazu-
jeme nasledujicu implikaciu.

s = qlz/y]

e Induktivna formula {r} P, {s}: Cast P, programu P obsahuje cyklus
while, pre ktory je mozné pouzit pravidlo iterdcie. ESte pred tym si
vSak musime upravit induktivnu formulu pravidlom ndsledku.

{r} while b do P, od {r A =b} (rA-b= s)
{r} while b do P; od {s}

{rAb} P, {r}
{r} while b do P, od {r A —b}

Pre vnutorny prikaz PQ/ cyklusu while pouzijeme pravidlo kompozicie,
pretoze sa sklada z troch osobitnych casti.

{rAb} P {f} {f} P2{g} {9} Ps{r}
{rAb} Py {r}

Casti Py; a Po3 st reprezentované priradeniami. Urcite platia tvrdenia

Ulys/alya]} Pa{f} a {rlyr/y1 + 1,y2/y2 + ys]} Paa{r}, preto musime
dokéazat nasledujice implikécie.

rAb = flys/a[y]
g = rly/n+ 1,92/ /Y2 + ys)

Zostavajucu Cast Py tvori riadiaca Struktira if neobsahujica vetvu else.
Pre tento 1ucel sa pouziva upravené pravidlo alternativy, tzv. pravidlo
pol alternativy.

{f Ae} Poor {g} (fA-c=g)
{f} if c then Py, fi {g}
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Nakoniec aziomou priradania aplikovanou na ¢ast Psy; dostavame posled-
ni implikaciu.

fne = glys/ — vs)

Pre dokazanie ¢iastoCnej spravnosti programu P je teda nutné sformulovat
podmienky r, s, f a g v nasledujicich implikiciach a tieto implikacie dokazat.

p = 7[y1/1,42/0,y3/0]
s = qlz/ya]
rA-b = s
rAb = flys/alyi]
g = rly/y+1y2/ye + ys]
fA-c = g
fae = glys/ -y

TODOM

2.2 RozSirovanie Hoareovskych kalkulov

Priklad 27 Sformulujte inferen¢né pravidlo Hoareovského kalkulu pre ria-
diacu struktiru repeat definovant nasledujicim vztahom.

(repeat S until b)) = (S; while —b do S od)

Dokazte, ze navrhnuté inferen¢né pravidlo je zdravé.

RieSenie 27 Riadiaca Struktura repeat, dobre zndma napriklad z progra-
movacieho jazyka Pascal, sa da jednoducho prepisat pomocou riadiacej struk-
tiary while tak, ako je to zobrazené v zadani ulohy.

{p} S; while —b do S od {q} (1)
{p} repeat S until b {¢} (2)

Inechce sa mi to dotahovat, asi to prenecham na Gitatela
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Ak dokazeme tvrdenie (1), budeme mat dokdzané aj tvrdenie (2). Obdobny
postup budeme aplikovat aj v dalsich odvodzovaniach rozsirovani Hoare-
ovskych kalkulov za pomoci styroch inferen¢nych pravidiel.

Tvrdenie (1) sa sklada z dvoch ¢asti. Pouzijeme pravidlo kompozicie.

{p} S {r} {r} while -bdo S od {q}
{p} S; while —=b do S od {¢}

Pre cyklus while existuje pravidlo iterdcie. Pravidlo v8ak vyzaduje vystupnu
podmienku v konkrétnom tvare. Na dosiahnutie ziadaného tvaru pouzijeme
pravidlo ndsledku .

{r} while -bdo S od {r Ab} (rAb=q)
{r} while —b do S od {q}

Teraz je uz mozné pouzit zmiefiované pravidlo iterdcie pre cyklus while.

{rA=b} S {r}
{r} while -b do S od {r A b}

Nakoniec sformulujeme inferen¢né pravidlo pre riadiacu struktiru repeat.

{p} S{ry {rAa=b}S{ry (rAb=q)
{p} repeat S until b {¢}

Vysledné inferenéné pravidlo je zdravé, pretoze pri jeho odvodzovani sme
pouzivali uz existujice inferenéné pravidla Hoareovského dokazovacieho sys-
tému, ktoré st zdravé.

Priklad 28 Navrhnite inferenc¢né pravidlo Hoareovho dokazovacieho systé-
mu pre riadiacu struktiru reprezentujtcu tzv. jeden a pol cyklus.

do
S1;
exit when b;
S

od

resp.

(loop Si; when b exit; S; pool) = (S;; while —b do S3; S; od)
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RieSenie 28 Podobne ako v predchadzajicom priklade budeme pouzivat uz
existujuce inferen¢né pravidla Hoareovského kalkulu pre dokazanie ziadaného
tvrdenia.

{p} Si; while =b do S3; S; od {q}
{p} loop Si; when b exit; Sy pool {¢}

pravidlo kompozicie

{p} S1 {r} {r} while —b do S,; S; od {q}
{p} Si; while =b do S,; S; od {q}

pravidlo ndsledku

{r} while =b do Sy; Sy od {rAb} (rAb=q)
{r} while —b do Sy; S; od {¢}

pravidlo iterdcie

{T‘ A\ _|b} SQ; 51 {’I"}
{r} while —b do Ss; S; od {r A b}

pravidlo kompozicie

{r A—b} Sy {s} {s} S {r}
{7" A _\b} SQ, Sl {7’}

Na zaver sformulujeme vysledné inferen¢né pravidlo.

{p} Si{r} {rn-b} Sy{s} {s}Si{r} (rAb=gq)
{p} loop Si; when b exit; Sy pool {¢}

Priklad 29 Sformulujte inferen¢né pravidlo Hoareovského kalkulu pre prog-
ramovl konstrukciu Pk.

Py : while ¢ do S od;
while b do
S;
while ¢ do S od;
od
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RieSenie 29 Inferencné pravidlo pre programova konstrukciu Pyg vyzera
nasledovne. Podrobné odvodenie je prenechané ako cvicenie pre Citatela.

{pAct S{p} {snb} S{r} {ranc} S{s} (pA-c=3s) (rn-c=3s) (sh-b=q)
{p} while ¢ do S od; while b do S; while c do S od; od {q}

Priklad 30 Predpokladajme, Ze plati nasledujica formula.

o AV )}S{p}

Dokézte Hoareovou metodou ¢iastoéni spravnost programove]j konstrukcie Py
7 predchadzajiuceho prikladu vzhTadom na vstupni podmienku {p} a vystup-
ni podmienku {p A (b A —c)}.

RieSenie 30 Pre vyrieSenie tlohy staci dokdzat nasledujuci vztah.

{fp AV o)} S{p}
{p} Px {p N b N —c}

TODOH

2Tu je problém, Ze to neviem doriesif. Na cvikich sme to sktgali, ale nie vel'mi Gspesne.
Ak by to niekto ndhodou vyriesil, budem vd'a¢ny ak mi pogle rieSenie. . .
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Sémantika programov

Priklad 31 UvaZzujme hypoteticky iterativny prikaz loop (b, S1,S2) defino-
vany sémantickou rovnicou

M[[IOOI) (b7 51752)]] = O|6|O{¢l}
kde
¢0 = M- L

¢i+1 = Mo -if WIIb]]O’ then ¢1(M[[Sl]]0)
else M[S;]o

Na zaklade zékladnych prikazov (priradenie, kompozicia, vetvenie a cyklus)
definujte programovy segment S taky, ze plati
M{[loop (b, S1,52)] = M[95]

Tvrdenie dokézte.

RieSenie 31 Analyzou sémantickej rovnice v zadani vieme vytvorit pro-
gramovy segment S.

while b do

S : Sl So
od
Sa;

Teda pre programovy subsegment Sy plati

Mwhile b do S, od] = Cifv:}

34
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kde
77@0 = M- L
wi-‘rl = Mo -if W[U)]]O’ then ¢Z(MHS1HU)

else o

KedZze M[Sy]o’ potom pre programovy segment S plati

M([Sp; So]o = Ao - M[So](M[So]lo)

Nagli sme teda programovy segment S. Teraz musime dokazat ekvivalenciu
s iterativnym prikazom loop (b, Sy, Ss).

M[S] = Ao - M[S[(M[So]o)
= Ao - M[Ss](M[while b do S; od]o)
= Ao - M[S[ (U {¢i}o)

Cize musime dokazat nasledujtce tvrdenie.

MIS)Cfed) = Do}

Rovnost rozlozime na dva mozné pripady.

1. Nech UP{¢;} =L. Toznamena, ze V¢; =L. Potom M[S](LUs{v;}) =L.
Kedy bude ¢; L7 Ak i =0 alebo Vi > 0 : W[b]o = true. Rovnako to
plati aj pri ¢. Takze M[S;] L=L.

2. Nech UF{¢;} #L. Potom i # 0 resp. i > 0. Ur¢ite 3k : k < i také, ze
k-krat bolo W[b] true a na k+ 1 bolo false. Teda LY bola M[Ss]o.

Pozrieme sa na . Vieme, ze k-krat bude true, potom false. Vykonal
sa teda rovnaky kod ako pri ¢. L5{t;} bola 0. Takze L Tavej strany
priradenia je M[S:]o.
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